Fraktalni geometrie

Poté, co v dubnu skon¢ilo nase ¢tyrdilné vypravéni o umélé inteligenci, Fada ¢tenarskych
ohlasii nas priméla poohlédnout se po dalSich lahiidkach z kuchyni védeckych pracovist’.

v w7

Snad vam prijde k chuti novy serial (od téhoz Séfkuchare) s tematikou, jak vérime,
neméné zajimavou a ostatné dosti pribuznou.

Kdyz rozkvetou fraktaly... (1)

George Cantor

Vznik a témér explozivni vyvoj pocitacl pfinesly pokrok v mnoha védeckych oborech, které by
v soucasné podobé bez této hardwarové podpory nemohly existovat. Pocitace najdeme doslova “na
kazdém rohu”. Jejich obrovskou vyhodou je vypocetni rychlost (i oby¢ejny PC je schopen FeSit ukoly, na
kterych by v minulém stoleti museli matematici pracovat cely zivot) a také vizualiza¢ni schopnosti. Ty
pomohly zobrazit to, co bylo do té doby jen velmi téZce zobrazitelné a predstavitelné. Existuje odvétvi
matematiky, které v tomto sméru doslova exceluje. Toto odvétvi ma svilj nazev — fraktalni geometrie.

Historie

Fraktalni geometrie je pomé&rné& mladé odvétvi matematiky, jehoz kofeny sahaji az do konce
minulého stoleti. Jeho oficialni vznik Ize datovat do obdobi pfed dvaceti lety (70. 1éta), kdy bylo
zaloZeno panem B. B. Mandelbrotem. Inspirovala ho tehdy dvé setkani s geometrickou sobépodobnosti
— pfi studiu poruch v pfenosu telekomunikacnich signall a pfi studiu fluktuaci trznich cen, jejichz
prabéh byl v dlouhodobém i kratkodobém pribéhu podobny. Velkou zasluhu na vzniku fraktalni
geometrie mél i L. F. Richardson, jenZ nasbiral velké mnoZstvi dat, ktera pozdéji B. B. Mandelbrot
vyuZil.

Vzniku fraktalni geometrie pfedchazel rast matematického “podhoubi” v minulém stoleti, kdy byly
popsany podivné Utvary, jako jsou Cantorovo diskontinuum, Peanova krivka, dabelské schodisté a dalSi
(napf. vr. 1872 K. Weierstrass Sokoval berlinskou akademii spojitou funkci, ktera nema v zadném bodé
derivaci). Na tato fakta néktefi matematici reagovali ponékud podrazdéné a s odporem (Ch. Hermite
v dopise T. Stieltjesovi: “..odvratil jsem se s hrtizou a o$klivosti od toho politovanihodného zla, kterym
jsou funkce bez derivace...”). Teprve v naSem stoleti Mandelbrot ukazal, Ze tato monstra jsou jen
“SpiCkou ledovce” celé teorie, ktera dokaze velmi dobfe popsat jak geometricky vzhled naseho svéta,
tak i chovani dynamickych systémf.

Do doby, nez byla fraktalni geometrie zalozena, vladla svétu klasickd geometrie euklidovska, ktera
byla s uspéchem pouzivana po cela staleti. Jeji velkou slabinou, kterou si v podstaté nikdo neu-



védomoval, bylo to, Zze neuméla jednoduchym zplisobem popsat tak komplikované struktury, jaké
vykazuji napf. objekty na obr. 1 a 2.

Bézné atvary jako kruh, Ctverec, koule, trojuhelnik a dalSi Ize popsat pomoci Euklidovy geometrie
pomérné jednoduse a srozumitelné. Napfiklad pravouhly trojuhelnik je plné popsan (kazdy jeho bod je
jednoznacné ur€en) rovnici znamou kazdému Skolakovi: ¢z = a? + b2 Jak ale popsat tfeba tzv.
Pythagorav strom na obr. 3? Zde veskeré pokusy o jednoduchy popis selhavaji. Abychom mohli tento
utvar pfesné popsat pomoci Euklidovy geometrie, pak bychom museli sestavit dost sloZitou
a neprehlednou rovnici. Tento problém pfi pouziti fraktalni geometrie odpada.

DalSimi klicovymi vlastnostmi fraktalni geometrie jsou tzv. sobépodobnost a sobépfibuznost. Tyto
vyrazy vyjadfuji, Ze pokud si zvétSime libovolnou ¢ast fraktalniho télesa, pak tento vyfez se bude
podobat plvodnimu télesu. Matematicky Ize takto postupovat az do nekonec¢na, nicméné v realném
svété vzdy narazime na omezujici podminky. Vezméme napfiklad hustou splet’ kofenl u kefu. At si
vezmeme libovolny vyfez, vzdy se bude podobat puvodnimu celku. Z vyfezu si muzeme vzit dalsi vyfez
atd., aZ narazime na posledni nejmensi kofinky, za kterymi uz nic neleZzi — neni co zvétSovat. To je
fyzikalni hranice, ktera v matematickém svété neexistuje (pokud si ji tam umysiné nezavedeme).

Za otce fraktalni geometrie Ize B. B. Mandelbrota povazovat plnym pravem. ZaloZzil ji svou slavnou
knihou “The Fractal Geometry of Nature” (Fraktalni geometrie pfirody), v niz poprvé predstavil svét
fraktal( v pIné krase. Takfrka symbolem pro fraktalni geometrii se stala tzv. Mandelbrotova mnozZina,
“postavena” na Gaussoveé roviné (obr. 4).

B. B. Mandelbrot se narodil v Zidovské rodiné r. 1924 ve VarSavé. Jeho otec byl obchodnik
s odévy a matka zubni lékarka. V r. 1936 se cela rodina pfestéhovala do Pafize, kterou v§ak musela
opustit ihned po vypuknuti valky. Jeji pout skongila v mésté Tulla. Zde se B. B. Mandelbrot seznamil
s mnoha uciteli a védci, stejnymi ute€enci jako on.

Celkové se jeho proces vzdélavani klasifikuje jako neuspofadany a neuplny, nicméné B. B.
Mandelbrot Usp&sné slozil pfijimaci zkousky na Ecole Normale a Ecole Polytechnique. UZ b&hem
téchto testll se projevily jeho viohy pro geometrickou pfedstavivost; ta mu pomohla fesit matematické
problémy, pfi jejichZ FeSeni mél potiZe vyplyvajici z nedostatku védomosti.

Mandelbrot charakterizoval sebe a svou minulost slovy: “Casto, kdyz slychavam seznam svych
povolani, fikam si, jestli vibec existuji. Jsou to mnoziny se zaruéené prazdnym prinikem.” To
v podstaté znamena, Ze se mu dafilo po dlouhou dobu prochazet mnoha obory bez povsimnuti. Zacal
u IBM, kde se setkal s fraktalnimi zakonitostmi, stejné jako ve svych ekonomickych experimentech.
Vzdy byl outsiderem, ktery nekonvenéné pfistupoval k zakoutim matematiky, jez nebyla pravé v mode,
a badal v oborech, kde nebyl vitan. Své nejvétsi myslenky skryval, aby mohl publikovat, a pfezival
prevazné diky davére svych zaméstnavatell z Yorktown Heights. Podnikal vypady i do oboru, jako je
ekonomie, ale vzdy se stahl zpét a za sebou zanechaval provokujici myslenky, malokdy vsak fakta
podloZena souvislou praci.

Jeho prvni kontakt s fraktalnim svétem u spole€nosti IBM nastal pfi studiu fluktuace cen baviny na
firemnim pocitaci. Kazda cena sice byla nepfedvidatelna, nicméné stejna posloupnost zmén se dala
vysledovat i v rliznych méFitkach jejich zobrazeni. Podobny problém se vyskytl i pfi studiu “nahodnych”
poruch na telekomunikaénich linkach. Zde byl opét objeven princip opakovani poruch v urcitém
méfitku. V jednom momenté se Mandelbrotovi zdalo, Ze jeho Gvahy jsou chybné, protoze pfi urcitém
“zvétSeni” se poruchy vytratily. To vSak zpusobili inZenyfi dané spole¢nosti, ktefi méfeni zaznamu pro
velmi malé poruchy ignorovali. Mandelbrot se zaméfil na dal$i data, napf. tisicileté zaznamy o stavu



vody na Nilu, ktery se v riznych méfitkach opakoval. Mandelbrot popsal tyto zmény pomoci dvou typ(
efektll — nazval je efekt Noemuv a Josefav.

Noemduv efekt znamena nespoijitost — kdyZ se néktera veli¢ina méni, mize se ménit témér
libovolnou rychlosti. Typickym pfikladem je burza, kde se ceny méni z minuty na minutu skokem.
Josef(iv efekt znamena naopak tendenci k setrvalému stavu. Oba efekty plsobi proti sobé. V rlznych
méritkach.

Svym dilem pfispé&l Mandelbrotovi i L. F. Richardson, ktery mimo jiné poukazal na 20% rozdil
v délce hranice mezi Portugalskem a Spanélskem, méfené z obou statd. To dovedlo Mandelbrota
k Uvaze, jak je méfeni délky ovlivnéno danym méfitkem. Odtud byl uz jen kracek k fraktalni dimenzi.

Jednoho poSmourného dne roku 1975, v dobé, kdy se podobné uvahy a mysSlenky zacaly
objevovat i ve fyzice, se Mandelbrot rozhodl publikovat svou revoluéni knihu, kterou sam oznacil za
manifest a soubor kauzistik. Fraktalim dal jméno vybrané z latinského slovniku svého syna, kde narazil
na slovo fractus, odvozené od slovesa zlomit. V angli¢tiné i ve francouzstiné toto slovo zni fractal.

Fraktalni geometrie pfitom neni jen samoudelna hficka s obrazky. Jeji pouZiti Ize nalézt v kom-
presi obrazovych dat, poc&itatovém vidéni, “artwaru” (uméni na pocitaci — slouzi nejen k vytvareni
estetickych grafik, ale také k tvorbé vzort na rizné médni materialy ap.), pfi studiu dynamickych
systému (chaosu, katastrof, ...), v Sifrovani, modelovani riznych chemickych a fyzikalnich proces, pfi
predikci a v dalSich oblastech.

PFi studiu principu fraktalni geometrie ¢tenaf mozna ztrati idealy détstvi — uz nikdy neuvidi svét,
jak ho vidaval doposud. Klasické objekty jako mraky, stromy, les, ba i takové jako galaxie, uz bude
vnimat zcela odliSnym zpUusobem. Tato ztrata vSak bude kompenzovana krasou jednoduchého popisu
téchto objekty.

V nasem serialu se postupné seznamite nejen s tim, co to fraktal je, ale také s tim, jak se vytvari.
Nezapomeneme ani na ukazky tvorby fraktall a na jejich pouziti (predikce, Sifrovani, pocitacové
vidéni).

Stavba fraktala

Jak uz bylo naznaceno, fraktaly jsou mnoziny, jejichz geometricky motiv se opakuje v zakladnim
télese az do nekonectna. Pojem “nekonecno” vSak musime chapat v matematickém slova smysilu. Ve
fyzikalnim svété vzdy existuji néjaké hranice, za kterymi opakovani sekvenci kon&i. Zminili jsme uz
systém kofenl stromu. Pokud se vezme ¢astecny vysek, pak obdrzime obrazec podobny spleti kofen(.
Po urcitém mnozstvi krokll narazime na posledni, nejmensi kofinek, za nimz jiz Zadna fraktalni
struktura neni. To je fyzikalni hranice.

Ve fraktalni geometrii se fraktaly déli na dva zakladni druhy, totiz na fraktaly sob&podobné a so-
bépfibuzné.

Sobépodobné fraktaly jsou vétSinou jen Cisté matematické struktury, se kterymi se Ize setkat jen
pfi matematickych konstrukcich. Jejich charakteristickym znakem je, Ze se v nich opakuje pavodni
originalni motiv matefského télesa. Kterykoliv vysek je pfesnou kopii ptivodniho télesa.

Sobépribuzné fraktaly jsou Utvary, se kterymi se setkavame kazdy den, aniz bychom si to
uvédomovali. Jsou to napfiklad mraky, lesy, hory, vodni hladina, oby¢ejny kvétak, ale dokonce i takové



objekty, jako je obli¢ej ap. Pro né je charakteristické, zZe kterykoliv vysek je sice “blizky”, neni ale

pribuzny”.

pfesnou kopii puvodniho télesa. Neni tedy sobé “podobny”, ale jen

Konstrukce fraktalu

Vlastni konstrukce fraktalt se déje pomoci tzv. afinnich transformaci, které s danym objektem
provadéji nékolik operaci, a to rotaci, zmensovani a posuv. Matematicky popis afinni transformace je
dan vztahem

V této transformaci maji jednotlivé parametry nasledujici vyznam: Parametry r, a r, jsou
“zmensSovaci” parametry, které ovliviiuji, jak se rozmér télesa v pfislusé ose (r, € x {x.}, r, ¢ y {x,}) zméni.
Uhly 6 a ¢ uréuji rotaci daného télesa okolo os x a y, a parametry e a f uréuji, jak se t&leso podél os x
a y posouva. Ukazkovou afinni transformaci znazorfiuje obrazek 5.

Opakovanym aplikovanim afinni transformace nebo jeji skupiny se dosahne toho, Ze se z vlast-
niho télesa za¢ne “vynorovat” fraktalni struktura (obr. 6). To, jak tyto afinni transformace budou
pouzivany, ovlivni vysledny charakter fraktalu. Jestlize se budou pouzivat vSechny transformace
rovnomeérné, pak se ziska fraktal sobépodobny. Pokud budou pouzivany s ohledem na uzivatelsky
zadané pravdépodobnosti pro kazdou transformaci, pak bude vysledkem fraktal sobé&pfibuzny.

Na obr. 6 byly pouZity tfi afinni transformace, které vlastni téleso (hlavu) zmensily, pootocily a po-
sunuly (druhd hlava odspodu). Na takto ziskany objekt se tyto transformace pouZily znovu, ¢imz byla
ziskana tfeti hlava atd. Iteraci bylo celkem 20. V podstaté se pfitom jedna o geometrické zmény v za-
vislosti na Case, které jsou zobrazeny na jednom obrazku.

Algoritmus, ktery ke konstrukci vyuziva afinnich transformaci, se v zahrani¢ni literatufe nazyva IFS
(Iteration Function System) nebo MRCM (Multiple Reduction Copy Machine), coz v podstaté znamena,
Ze se dané afinni transformace pouzité pro konstrukci daného fraktalu cyklicky opakuji. Aplikace tohoto
algoritmu muze vést ke vzniku prapodivnych struktur, ale také k vytvoreni Utvartu velmi dobfe znamych
z bézného zivota. Nejlépe je to vidét na obrazku 7. Napfiklad k vytvoreni “kapradiny” byl jako zakladni
objekt pouzit tzv. “pan Hlava” (Eerny Ctverec s karikaturou hlavy), na néjz bylo pouzito nékolik
transformaci.

Pouziti v8ech transformaci jedenkrat se povaZuje za jednu iteraci. Znamena to, Ze se plavodni pan
Hlava rozmnozi tolikrat, kolik je pro dany fraktal pouzito transformaci. Pro “strom” je to pét transformaci,
proto je po prvni iteraci vidét pét “hlav” rizné pooto¢enych a zmensenych. Pomoci tohoto principu Ize
vytvaret jakékoliv objekty. Vyznam této konstrukce vystoupi do popredi zvlasté pfi vyuziti fraktall
v pocitacovém vidéni, o tom vSak az pozdéji. (Pokracovani pristé.)

Ivan Zelinka (zelinka@zlin.vutbr.cz)



